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|I. Fonctions causales

Définition
Une fonction f définie sur R est dite causale si f(t) = 0 pour
t < 0.
v
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|I. Fonctions causales

Une fonction f définie sur R est dite causale si f(t) = 0 pour
t < 0.

/N

/
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Fonction échelon-unité

La fonction causale la plus utilisée est la fonction échelon-unité
ou fonction de Heaviside notée % définie par
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Fonction échelon-unité

La fonction causale la plus utilisée est la fonction échelon-unité
ou fonction de Heaviside notée % définie par

7 (t)=0 si t<0
%(t)=1 si t>0
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Fonction échelon-unité

La fonction causale la plus utilisée est la fonction échelon-unité
ou fonction de Heaviside notée % définie par

%(t) =0 si
U(t)=1 si

t<0
t>0
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Remarque

Si g est une fonction définie sur R alors la fonction f définie par
f(t) = g(t)% (t) est une fonction causale.
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Remarque

Si g est une fonction définie sur R alors la fonction f définie par
f(t) = g(t)% (t) est une fonction causale.

Soit f la fonction définie par f(t) =sint.Z (t).
f est une fonction causale dont voici la courbe représentative

N
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Remarque

Si g est une fonction définie sur R alors la fonction f définie par
f(t) = g(t)% (t) est une fonction causale.

Soit f la fonction définie par f(t) =sint.Z (t).
f est une fonction causale dont voici la courbe représentative

~

N
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Fonction rampe-unité

La fonction rampe-unité est la fonction t — t% (t).
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Fonction rampe-unité

La fonction rampe-unité est la fonction t — t% (t).
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Fonction avancée ou retardée

Soit f une fonction et a € R.

4
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Fonction avancée ou retardée

Soit f une fonction et a € R.

@ La fonction t — f(t + a) est dite avancée de a.

4
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Fonction avancée ou retardée

Soit f une fonction et a € R.

@ La fonction t — f(t + a) est dite avancée de a.

o La fonction t — f(t — a) est dite retardée de a.

4
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Fonction avancée ou retardée

Soit f une fonction et a € R.
@ La fonction t — f(t + a) est dite avancée de a.
o La fonction t — f(t — a) est dite retardée de a.

Par exemple, la fonction échelon retardée de 3 est la fonction
t — % (t — 3), voici sa représentation graphique
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Fonction avancée ou retardée

Soit f une fonction et a € R.
@ La fonction t — f(t + a) est dite avancée de a.
o La fonction t — f(t — a) est dite retardée de a.

Par exemple, la fonction échelon retardée de 3 est la fonction
t — % (t — 3), voici sa représentation graphique

Fx-
G

ot
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Fonction créneau

Une fonction créneau est une fonction nulle partout sauf sur un
intervalle sur lequel elle est constante.
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Fonction créneau

Une fonction créneau est une fonction nulle partout sauf sur un
intervalle sur lequel elle est constante.

Par exemple, la fonction t — 2[% (t — 1) — % (t — 4)] est une
fonction créneau dont voici la courbe représentative
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Fonction créneau

Une fonction créneau est une fonction nulle partout sauf sur un
intervalle sur lequel elle est constante.

Par exemple, la fonction t — 2[% (t — 1) — % (t — 4)] est une
fonction créneau dont voici la courbe représentative

Fx-
G
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Il. Intégrales généralisées
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Il. Intégrales généralisées

Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, +ool.
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Il. Intégrales généralisées

Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, +ool.

X
o Si lim J f(t)dt est un réel A,

X400 |4
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Il. Intégrales généralisées

Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, +ool.

X
e Si lim J f(t)dt est un réel A, alors on dit que I'intégrale

X400 |4

+o0
J f(t)dt converge

a
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Il. Intégrales généralisées

Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, +ool.

X
e Si lim J f(t)dt est un réel A, alors on dit que I'intégrale

X400 |4
+o0 +o0
J f(t)dt converge et on a J f(t)dt = A.

a a
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Il. Intégrales généralisées

Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, +ool.

X
e Si lim J f(t)dt est un réel A, alors on dit que I'intégrale

X400 |4
+o00 +o00
J f(t)dt converge et on a J f(t)dt = A.
a a
@ Si une intégrale ne converge pas alors on dit qu'elle diverge.
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Il. Intégrales généralisées

Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, +ool.

X
e Si lim J f(t)dt est un réel A, alors on dit que I'intégrale

X400 |4
+o00 +o00
J f(t)dt converge et on a J f(t)dt = A.
a a
@ Si une intégrale ne converge pas alors on dit qu'elle diverge.

Remarque

Les propriétés connues de |'intégrale restent valables pour les
intégrales généralisées.
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Exemple 1

+o00 1
—dt.
t

Etudions la convergence de J
1
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Exemple 1

+o00 1
—dt.
t

Etudions la convergence de J

1

X

1

OJ —dt =
1 t
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Exemple 1

+o00 1
—dt.
t

Etudions la convergence de J

1
X
o J 1dt: [Int}X =
1 t 1
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Exemple 1

+o00

Etudions la convergence de J ;dt.
1

Xl X
OJ —dt:[lnt} =Ilnx—Inl=
1 t 1
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Exemple 1

+o00

Etudions la convergence de J ;dt.
1

Xl X
oJ —dt:[lnt} =Inx—Inl= Inx.
1 t 1
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Exemple 1

+o00
Etudions la convergence de J ;dt.
1
X 1 x
° —dt:[lnt} =Inx—Inl= Inx.
1 t 1
@ Or lim Inx=
X+—>+00
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Exemple 1

+o00
Etudions la convergence de J ;dt.
1
X 1 x
° —dt:[lnt} =Inx—Inl= Inx.
1 t 1
@ Or Ilim Inx= 4+ oco.
X+—>+00
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Exemple 1

+o00
Etudions la convergence de J ;dt.
1
X q .
° —dt:[lnt} =Inx—1Inl= Inx.
1 t 1
@ Or Ilim Inx= 4+ oco.
X+—>+00
+o00 1
@ Donc —dt diverge.
1 t
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Exemple 1

+oo
Etudions la convergence de J ;dt.
1
X 1 X
° J —dt = [Int} =Inx—Inl=Inx.
1 t 1
@ Or lim Inx= 4+ oo.
X400
+oo 1
° DoncJ ¥dt diverge.
1
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Exemple 2

+001

Etudions la convergence de —dt.
1t

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J —dt.
1

t2

X

1

-] —dt =
L t2

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J —dt.
1

t2
1
° J —dt = [—}r:
, t2 tl1

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J t—2dt.
1

° Jxldt: [—}r: —l—i—l.

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J t—2dt.
1
1 19x 1
o | dt= [——} = — 41
L 12 tl1 X *

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J t—2dt.
1
1 19x 1
o | dt= [——} = — 41
L 12 tl1 X *

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J t—2dt.
1
1 19x 1
o | dt= [——} = — 41
L 12 tl1 X *
) 1
@ Or Iim <—+1> =1
X+>—+00 X
+oo
° DoncJ t_zdt converge
1

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J t—2dt.
1
1 19x 1
o | dt= [——} = — 41
L 12 tl1 X *
) 1
@ Or Iim <— aF 1> =1
X+>—+00 X
+oo 1 +oo
@ Donc J — dt converge et J —dt=1.
T4 ;12

4
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Exemple 2

+o00 1
Etudions la convergence de J t—2dt.
1
1 19x 1
o | dt= [——} = — 41
L 12 tl1 X *
) 1
@ Or Iim <— aF 1> =1
X+>—+00 X
+oo 1 +oo
@ Donc J — dt converge et J —dt=1.
T4 ;12

4
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1. Transformée de Laplace
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1. Transformée de Laplace

Définition
La transformée de Laplace d'une fonction causale f est la fonction
% de la variable réelle p définie par
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1. Transformée de Laplace

Définition
La transformée de Laplace d'une fonction causale f est la fonction
% de la variable réelle p définie par

Zip) = Lﬂo e PYf(t)dt
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1. Transformée de Laplace

La transformée de Laplace d'une fonction causale f est la fonction
% de la variable réelle p définie par

Zip) = Lﬂo e PYf(t)dt

Remarques
o La transformée de Laplace de f existe si et seulement si
faLoo e PYf(t)dt converge.
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1. Transformée de Laplace

La transformée de Laplace d'une fonction causale f est la fonction
% de la variable réelle p définie par

Zip) = Lﬂo e PYf(t)dt

Remarques
o La transformée de Laplace de f existe si et seulement si
faLoo e PYf(t)dt converge.
@ On note parfois F(p) ou ZI[f(t)](p) au lieu de Z(p).
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

LU )lp) =

1
P
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

L (V(p) =

1
P

Démonstration
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
L (Hlp) ==
P
v
Démonstration
X
° J U (t)e Ptdt =
0
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
L (Hlp) ==
P
v
Démonstration
X X
° J U (t)e Ptdt = J e Ptdt =
0 0
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
L (Hlp) ==
P
v
Démonstration
X X 1 x
° J U (t)e Ptdt = J e Pldt=| — —e Pt =

0 0 P

0
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside
La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

L (V(p) =

1
P

Démonstration

X X 1 x 1
o J U (t)e Ptdt = J e Pldt=| — Ze P =(—eP*+1).
0 0 P o P
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

L (V(p) =

1
P

Démonstration

X X 1 x 1
o J U (t)e Ptdt = J e Pldt=| — Ze P =(—eP*+1).
0 0 P o P

@ Or p étant strictement positif :
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
L ==
[% (£)1(p) -

Démonstration

X X 1 x 1
o J U (t)e Ptdt = J e Pldt=| — Ze P =(—eP*+1).
0 0 P o P

. o .1
@ Or p étant strictement positif : lim —(—e P*41) =
X400 p
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

L (V(p) =

1
P

Démonstration

X X 1 x 1
o J U (t)e Ptdt = J e Pldt=| — Ze P =(—eP*+1).
0 0 P o P

. . 1 1
@ Or p étant strictement positif : lim —(—e P*+1) = —
X400 p
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

L (V(p) =

1
P

Démonstration

X X 1 x 1
o J U (t)e Ptdt = J e Pldt=| — Ze P =(—eP*+1).
0 0 P o P

1 1
@ Or p étant strictement positif : lim —(—e P*+1) = —
X400 p

@ On a donc
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
LU (H)](p) ==
P
Démonstration
x x 1 x 1
o [wwerar= [ emar= |- tem| =emi,
0 0 p o P
. .. . 1 _ 1
@ Or p étant strictement positif : |IT 1;(—e PX41) = —.

@ On a donc L% (t)(p) =
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
LU (H)](p) ==
P
Démonstration
x x 1 x 1
o [wwerar= [ emar= |- tem| =emi,
0 0 p o P
. .. . 1 _ 1
@ Or p étant strictement positif : |IT 1;(—e PX41) = —.

@ On a donc L% (t)(p) = J+oo e Pty (t)dt =
0
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IV. Transformée de Laplace des fonctions
usuelles

Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la fonction de Heaviside est définie
pour p >0 et on a

1
LU (H)](p) ==
P
Démonstration
x x 1 x 1
o [wwerar= [ emar= |- tem| =emi,
0 0 p o P
. .. . 1 _ 1
@ Or p étant strictement positif : |IT 1;(—e PX41) = —.

+oo
@ On a donc Z[% ()](p) = J e P (t)dt %,
0
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona
1
L% (1)](p) = —
P
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona
1
L% () = =
P
Démonstration
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona
1
L% () = =
P
Démonstration
@ Il s'agit de calculer JX e Pt (t)dt
0
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona

L

2R (D)) = -

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona

L

2R (D)) = -

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1

@ On effectue une intégration par parties avec
& par p: v’(t):efpletdoncv(t)zf%efpL
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona

L

2R (D)) = -

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1

@ On effectue une intégration par parties avec
& par p: v’(t):efpletdoncv(t)zf%efpL

xX 1 x X 1
J te Pldt = — —te Pt +J —e Plat
P 0 o P
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona

L

2R (D)) = -

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1
@ On effectue une intégration par parties avec { () ()

v/(t) =e Pt etdonc v(t) = 7%67PL
Jte**’tdt = — —te Pt +J “e Ptat
0 P 0 o P
—e Pt x 1| —e Pt x
= |t + =
o, Pl P,
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona

L

2R (D)) = -

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1

@ On effectue une intégration par parties avec
& par p: v’(t):efpletdoncv(t)zf%efpL

xX 1 x X 1
J te Pldt = — —te Pt +J —e Plat
0 oPpP

0
{ 767PL]X 1{7e7pl]x
= |t + =
P, PLoP

— xe PX — e PX 1
—t +=
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Fonction rampe

La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour
p>0etona

L

2R (D)) = -

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1
@ On effectue une intégration par parties avec { () ()

v/(t) =e Pt etdonc v(t) = 7%67PL
xX 1 x X 1
J te Pldt = — —te Pt +J “e Ptat
0 P 0 o P
—e Pt x 1| —e Pt x
= |t + =
P, P P,
— xe PX — e PX 1
B P p2 p2
— xe—PXx
@ Or lim —xe
X +-o00 P
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Fonction rampe
La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona

Lh (©)](p) = %

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1
@ On effectue une intégration par parties avec {v’((g) et dof]c)v(t) _ ,%epr
X —pt 1. . —pt * 1 ot
te" Ptdt = — —te P +| Ze Pldt
0 P 0 o P
{ 767PL:|X 1{7e7pl:|x
= t + =
P o P P o
—xe PX —e PX 1
P p? p2
—xe PX — e PX
@ O Iim —— = Im 5 =
X +-o00 P X 00 P
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Fonction rampe
La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona

Lh (©)](p) = %

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1
@ On effectue une intégration par parties avec {v’((g) et dof]c)v(t) _ ,%epr
X —pt 1. . —pt * 1 ot
te" Ptdt = — —te P +| Ze Pldt
0 P 0 o P
—e Pt x 1| —e Pt x
= t + =
P o P P o
—xe PX —e PX 1
P p? p2
—xe PX — e PX
@ O lim —— = lim 72:0_
X +-o00 P X 00 P
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Fonction rampe
La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona

Lh (©)](p) = %

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu’(t) =1
@ On effectue une intégration par parties avec {v’((g) et dof]c)v(t) _ ,%epr
X —pt 1. . —pt * 1 ot
te" Ptdt = — —te P +| Ze Pldt
0 P 0 o P
—e Pt x 1| —e Pt x
= t + =
P o P P o
7xefp"+ —e PX 1
P p? p2
—xe PX — e PX
@ Or lim —— = lim >—=0.
X +-o00 P X 00 P
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Fonction rampe
La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona
21 (1)p) = -
Démonstration
x x
@ Il s'agit de calculerJ e Pty (t)dt SOitJ te Pltat.
0 0
@ On effect intéerati " u(t) =tetdoncu’(t) =1
n effectue une intégration par parties avec v/ (t) = e Pt et donc v(t) = 7%671“
x 1 x x 1
J te Pldt = _ Zige Pt +J 1o—rtgg
o P o o P
—ePt]* 1[ —e—pt]¥
= t 4=
R )
-~ —xe PX . — e PXx 1
P p2 p2
— px .—px
@ Or lim X T im e2 —o.
X+ —+00 P X+ —+00 P
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Fonction rampe
La transformée de Laplace de la fonction rampe est définie pour

p>0etona

L1 (V)(p) = é

Démonstration
@ 1l s'agit de calculer JX e Pty (t)dt soit JX te Pltat.
0 0

u(t) =tetdoncu 1
@ On effectue une intégration par parties avec {v’((g) et dof]c)v e 7%671“
x 1 o
J te~Ptdat = |- —te—Pt +J Ze Pldt
0 P 0 o P
_ept]¥ 1[ —e—Pt]”
= |t + =
P o P P 0
,Xefpx+ e Px 1
P p? p2
—xe PX —e PX
@ Or lim —— = lim >—=0.
X +-o00 P X 00 P

Page 80

Lycée?a I%?eitgoeﬁgﬁg(e%grgp /)Forn[;%teur &hrlstlan (I.st MAT‘HIEU

TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UNE F




Fonction t — t"% (t)

La transformée de Laplace de la fonction t — t" %/ (t) pour n € N
est définie pour p > 0 et on a
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Fonction t — t"% (t)

La transformée de Laplace de la fonction t — t" %/ (t) pour n € N
est définie pour p > 0 et on a

n!
n —
22 O)p) =
v
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Fonction t — t"% (t)

La transformée de Laplace de la fonction t — t" %/ (t) pour n € N
est définie pour p > 0 et on a

n!

LU O)p) =

Fonction t — e~ %t%/ (1)

La transformée de Laplace de la fonction t — e~ %%/ (t) est
définie pour p > a et on a
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Fonction t — t"% (t)

La transformée de Laplace de la fonction t — t" %/ (t) pour n € N
est définie pour p > 0 et on a

n!

LU O)p) =

Fonction t — e~ %t%/ (1)

La transformée de Laplace de la fonction t — e~ %%/ (t) est
définie pour p > a et on a

1
_p+a

Lle U (1)1(p)
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Soit w € R, la transformée de Laplace de la fonction
t— sin(wt)% (t) existe et on a
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Soit w € R, la transformée de Laplace de la fonction
t— sin(wt)% (t) existe et on a

w

Llsin(wt)Z (t)l(p) = m
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Soit w € R, la transformée de Laplace de la fonction
t— sin(wt)% (t) existe et on a

w

Llsin(wt)Z (t)l(p) = ]m

Fonction cosinus

Soit w € R, la transformée de Laplace de la fonction
t — cos(wt)% (t) existe et on a
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Soit w € R, la transformée de Laplace de la fonction
t — sin(wt)% (t) existe et on a

w

Llsin(wt)Z (t)l(p) = ]m

Fonction cosinus

Soit w € R, la transformée de Laplace de la fonction
t — cos(wt)% (t) existe et on a

Llcos(wt)Z (V)](p) = ﬁ
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