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THEME:

Calcul intégral

OBJECTIFS DE L'ACTIVITE :
e Approche numérique et graphique d'une valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle.
o Utilisation d'un logiciel de calcul formel et d'un logiciel de géométrie dynamique.

o Utilisation de la calculatrice pour vérifier les résultats en appliquant la relation de Chasles.

PREREQUIS NECESSAIRES :
e Fonctions périodiques.
e Calcul intégral et propriétés de l'intégrale.
e Connaissances de base d'un logiciel de calcul formel et d'un logiciel de géométrie
dynamique.
COMPETENCES VISEES :

e Raisonner, vérifier la cohérence d'un résultat avec la calculatrice, avec une représentation
graphique

e S’approprier un logiciel de calcul formel et de géométrie dynamique.

CAPACITES DU PROGRAMME TRAVAILLEES :
e Approche numérique et graphique d'une valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle.
e Relation de Chasles de l'intégrale

o Savoir utiliser la calculatrice pour vérifier le calcul d'une intégrale.

OUTILS :

o Utilisation d'un logiciel de calcul formel et d'un logiciel de géométrie dynamique.

e Utilisation de la calculatrice

APPROFONDISSEMENTS OU MODIFICATIONS POSSIBLES :

Partie D et E ( Démonstration de la formule de la tension efficace en fonction de u(t).)

SCENARIO PEDAGOGIQUE, TEMPS ESTIME :
e Séance d'une heure en salle informatique.
e Les éleves travaillent par groupe de 4. Aprées avoir traité la partie A, ils se répartissent la
partie B et la partie C. Restitution au groupe des 4, mise en commun des méthodes utilisées.
Approfondissement fin d’année : Résolution de la partie D et E par l'ensemble du groupe.

e Une fiche d'instructions des logiciels pouvant étre utilisés sera distribuée et/ou accés
internet (www.e-bacpro.fr sur Menu BTS > Mathématiques) .
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On appelle u () la tension en volts en fonction du temps # ( en ms ).
Etudions la valeur moyenne (u (¢)) et la valeur efficace U de cette tension # () sur une période.
La valeur efficace d'une tension périodique est la tension continue constante qui dissiperait la méme

puissance qu'un dipole purement résistif. En Physique, on mesure la valeur moyenne (u (¢ ))
a l'aide d'un voltmetre en position DC, et la valeur efficace U a l'aide d'un voltmetre en position DC+AC

Courant Continu CC
ou

DC pour Direct Current en anglais

courant alternatif CA
ou

AC pour Alternating Current en anglais

Partie A : Lectures graphiques
Le montage ci-dessus nous permet d'avoir le signal u (¢) représenté ci-dessous :
1. Déterminer la période T de u(¢).

2. Déterminer l'expression de u (¢) en fonction de t sur [0; 7] y =u(t) = at
124 a:ﬂzyB_yAzﬂzlo
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107 \ ly = u(t) = 10t|
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- 0=u(2)=—-10x2+b
) _ d'oub = +20
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3. Al'aide de la représentation graphique de #(%) , déterminer ( u (¢) ) sur [0, 2]

, . 1x10 10
Graphiquement(u (¢) ) : Valeur moyenne de u(t)est égale a ab g 5 = 5




Partie B : Par calcul .
u(t) =10t si O<t<1

Soit u(¢) le signal périodique de période T=2 ms tel que .
s u(f)=-10¢+20 si l<t<2

T
La valeur moyenne (u (7)) sur [0, 7] estdonnée par (u(t))= 1% , ult)dt

T
2
et la valeur efficace U de la tension u(¢) sur [0, 7] estdonnée par U= %J‘ u(t)dt
0

1. En utilisant un logiciel si besoin, calculer la valeur moyenne (u (¢)) sur [0,2] .

2. En utilisant un logiciel , calculer la valeur efficace U de la tension u(¢)sur [0,2] .

3. Vérifier vos résultats a l'aide de votre calculatrice.

u(t)

T
<t<—-:u(t)=10t

2
<t<T:u(t)=-10(t—2) = —10t + 20

NN O

Méthode: Calcul numérique a la main de la valeur moyenne

T

1 T
Valeur moyenne = (u(1)) = T f u(t)dt Calculons la partie: f u(t)dt :
0 0

\_'_l \_'_I

puis utilisons la propriété de l'intégrale : la relation de Chasles

Soit f continue sur /, trois réels a, b et ¢ quelconques de I’intervalle 7,

D'apreés larelation de Chasles :

jozf(x)dx = jolf(x)dx+ jlzf(x)dx

[

J f(x)d-t‘=_[r: _f(x)a’x+f f(x)dx

T

T 2 T
f u(t)dt=f u(t)dt +f u(t)dt
0 0 T
T 2
jTu(t)dt = jilot dt + jT—10t +20dt avecT =2
0 Jo r -

2

2 10¢21* 10¢2
j w(t)dt = + |- + 20t
. 2 | 2

jz (Ot !10 x 12 10 x 02
u = —
0 2 2

1
10 x 22 10 x 12
+ || - 5 +20x2)| — (- 5 +20x1

[Zu(t)de = [5] +[(20) — (15)] =10

foz u(t)dt = 10

Réintégrons le résultat dans I'expression de la valeur moyenne
1 T 1 02 1
(u(1))= ;fo u(t)dt = Efo u(®)dt =-x10=5

()= 5
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u(f) =10t si 0<r< 1

Soit u(¢) le signal périodique de période T=2 ms tel que .
s u(f)=-10¢+20 si l<t<2

T
La valeur moyenne (u(¢)) sur [0; 7] estdonnée par (u(¢))= %IO u(t)dt

T
2
et la valeur efficace U de la tension u(¢) sur [0,7] estdonnée par U= '\ / %J‘ u(t)dt
0

1. En utilisant un logiciel si besoin, calculer la valeur moyenne (u (¢)) sur [0,2] .

2. En utilisant un logiciel , calculer la valeur efficace U de la tension u(¢)sur [0,2] .

3. Vérifier vos résultats a l'aide de votre calculatrice.
0<t<

N[N

:u(t) =10t
u(t)

N[N

—<t<T :u(®)=-10(t—-2)=—10t+ 20

Méthode: Calcul numérique a la main

. T _ T
Valeur efficace v, == f u? (t)dt Calculons la partie : j u?(t)dt
0

\

T

foTuZ(t)dt = ffuz(t)dt + fTTuZ(t)dt f: f(x)dx = folf(x)dx + flz

N

D' aprés larelation de Chasles :

f(x)dx

T 2 T T
f u?(t)dt = f (10t)% dt +fT (=10t + 20)?> dt avecT =2 et 3= 1
0 0 5
2

T 1 2 1 2
f u?(t)dt =j 100t* dt +f (—10(¢t - 2))2dt =j 100¢* dt +f 100(t — 2)* dt
0 0 1 0 1

T 1 2
j u?(t)dt = 100] t> dt + 100] (t —2)% dt
0 0 1

T 1 2 1
j u?(t)dt = 100f t? dt + 100] (t—2)%dt = 100f
0 0 1 0

2 t3 t3  4t? 2
f u?(t)dt = 100 [—] + 100 [+— ——+ 4t]

0 3], 3 2 .

3 2 3

2, 13 0° 23 4x2? 13 4x1
fIl(t)dt:lOO ?—? + 100 || +—=— +4X2| —|+——
0

fyut@®dt =22 +100|(+3) - (+5 +2)| =5 +100((+3)

2
t* dt +100f (t* —4t+4) dt
1

2

2

-(+5)]

rax1)

fozuz(t)dt—100+100[( )| = 1""+100[( )]—ﬂ+ﬂ—100><—

2 2 2 1 2 100
Enreportant dans Ueff: Us = 2— u*(t)dt =—x100 X == — = —
0

2 3 3

, 107 U 10 U
On obtient : U, ;= —— SOl eff = = eff —
3 73 1,732

=~ 577

102
3



Partie B : Par calcul
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) =10¢
Soit u(¢) le signal périodique de période T=2 ms tel que { ul?)

T
La valeur moyenne (u (7)) sur [0;7T] estdonnée par (u(¢))= %J‘O u(t)dt

et la valeur efficace U de la tension u(¢) sur [0,7] estdonnée par U=

1. En utilisant un logiciel si besoin, calculer la valeur moyenne (u (¢)) sur [0, 2]

2. En utilisant un logiciel , calculer la valeur efficace U de la tension u(¢) sur

si 0<z<1
u(@)=-10£+20 si 1<r<2

Mg

1 (2
TJ; u'(t) dt

[0,2] .

3. Vérifier vos résultats a l'aide de votre calculatrice.

%

OStSE : u(t) = 10t

u(t) - T
§<tST cu(t) =—-10(t—2) = —-10t + 20
\
Valeur moyenne Valeur efficace
1 T 1 T
(u ()= ;fo u(t)dt Uesz = ¥f0 u?(t)dt
: 1 T

Usage calculatrices U, = ?fo u?(t)dt

TICE

Usage calculatrices
CASIO / TI / NumWorks
Vidéos de calcul intégral avec calculatrices

Collaboration et réalisation par Elias Berrabah Professeur agrégé de Mathématiques (le samedi 20 mars 2021)

Cliquez = http://www.e-bacpro.fr/pages/technicien-superieur/mathematiques-en-bts.html

CASIO —  Calculatrice partie casio (10.81 Mo)
TI — Calculatrice partie T (6.13 Mo)
Numwork - cCalculatrice partie numworks (6.28 Mo)

EMULATEUR > https://www.numworks.com/fr/simulateur/

TICE / Calculatrices / Fonctionnalités

Dérivation - Intégration CASIO > http://www.e-bacpro.fr/pages/tic/tic.html
Touche | OPTN| puis instruction [¢:\Ke (touche ) 1]

Syntaxe de I’instruction (touche @) :
|d/dx(expression, valeur) |
La fonction Y1 est obtenue par la touche |VARS| puis I instruction

m [Solue]ddzgdtedng ¢ dx Folud |
Touche |OPTN| puis instruction [#i\)e (touche @) 35 To~ ==
Syntaxe de l'instruction (touche @) JEH o o |3
|J' dx(expression, borne inf, borne sup)|. o Jaﬂdz
EIII“



http://www.e-bacpro.fr/medias/files/calculatrice-partie-casio.avi
http://www.e-bacpro.fr/medias/files/calculatrice-partie-ti.avi
http://www.e-bacpro.fr/medias/files/calculatrice-partie-numworks.avi
https://www.numworks.com/fr/simulateur/
http://www.e-bacpro.fr/pages/technicien-superieur/mathematiques-en-bts.html
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Partie C : Al'aide d'un logiciel de géométrie dynamique
1. Alaide d'un logiciel de géométrie dynamique, tracer la représentation graphique de u(¢) sur [0, 2] .
2. En déduire la valeur moyenne (u(¢)) sur [0,2] .
3. Calculer la valeur efficace U de la tension u(¢)sur [0,2] .

GEOGEBRA > ZONE DE SAISIE :
Si[x>0AXx<T/2,2Ux/T,Six>T/2Ax<T,2U(1-x/T), 0]]

e e o e Valeur moyenne
DERN e ENEE 1 T
P ey [ w)= = [ u(t)dt
zwllfﬂ | ——— T O
Saisie: 0(x)=(1/T)" (ETAETIE, <x minz, <x max> )
7 Redéfinir X
Fonction g
11T Intégrale(f, 0, T)| o
Propriétés. . DK Annuler Appliquer
Valeur efficace 1 ~T
2 2 d
b Graphigue Ueff — O u t t
T=2 T T
®
UE10
* 1 T
v, = [=] u?(t)dt
; etf T 70
N Valeur efficace de u(t)=(1/2* 66.67)*1/ 2)
y = (Lgser) P —
1 \21%:%7) |- Valeur efficace de u(t) =5.77
E=1(09)
---------------------- e L T T T P e B R L L L L L L L L E L e .
)= 4 Valeur moyenne de u(t)=1/2*10=5
Valeur moyenne de u(t)= 5
a=10
f 15 1 -0.5 8] 0.5 1 1.5 2 215 3 35 4 4.5 ] 8.5
Aire du tnnangle = 10 u.a



== " APPROFONDISSEMENT FIN D’ANNEE

Rappels: P = Ueff X Topr avecUegsr = R XI5 etW=P Xt

Partie D :
A chaque instant de  [0;2] ,latension u() est la somme de sa valeur moyenne (u(¢)) et de sa composante
alternative notée ir(7), ona alors u(f)=(u(t))+it(t)
Soit #t(t)=ult)—={u(t))sur [0;2]
1. Représenter i(t) dans le repére donné en partie B.
2. En déduire graphiquement la valeur moyenne (i (7)) sur [0 2]
3. Calculer la valeur efficace U de #(¢)sur [0, 2]
4. En Physiques, on utilise la relation U°= [} “lul(r))’

Vérifier cette relation.

Partie E : Approfondissement possible :
| 1 T

On veut démontrer que la valeur efficace U de la tension () sur[0; 7] est donnée par U = ‘—f u'(t)de .
V7o

Sachant que la valeur efficace U d'une tension périodique est la tension continue constante qui dissiperait la

méme puissance qu'un dipdle purement résistif, la puissance dissipée est égale a :

—f u’ dz‘——_f U*dt

En déduire I'expression de U en fonction de u(%).

Remarque : On pourra mener le méme exercice, pour un signal périodique () de période T ms tel que

. T

( ul(t)=at si 0<t<=
T avec g une constante en V/ ms.
lu(ﬂz—at+20 st 5<t£T
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SOURCE: http://sa.ge.sts.free.fr/Wiki/pmwiki.php?n=SA.ValEff

Valeur efficace

L'intensité efficace I d'un courant variable i(t) prise sur un temps At est
I'intensité du courant continu qui dissiperait par effet Joules dans une
résistance la méme énergie.

La valeur efficace est donc I = /< i%(t) >

(la notation entre < > indique que c'est une valeur moyenne)

Valeur efficace d'un signal sinusoidal
Uniguement pour un signal sinusoidal la valeur efficace d'une grandeur v(t)=Vmax sin(wxt)

. , . _ Vmax
v(t)=Vmax sin(wxt) est notée V (en majuscule) et vaut V = VZ
Mesure d'une valeur efficace (Electrotechnique)
Efficace (valeur guadratique moyenne).
Elle se mesure avec des appareils numériques: *RMS value. Valeur efficace.

On utilise des appareils « RMS ». (Parfois en position AC+DC).
*RMS current. Courant efficace
Attention certains appareils ne mesurent une valeur efficace que Root mean square.

si la grandeur est sinusoidale.

RMS : https://www.promax.fr/fra/actualites/561/que-signifie-rms-et-true-rms-nous-expliguons-ici-les-differences/

Vek 170 V
Vaus = ~ Ve x 0,707 e
V2
oV
2 2 2
Vic+ V" + ..+ Vn
Virus = 170V
n o
Démonstration:
La puissance P dépensée dans une résistance est
o P=RXi(t)?
e P=RXi(t)? si le courant est variable
o P=RxI?

¢ P=RXI?si le courant est continu

L'énergie W étant la moyenne des puissances consommées
a chaque instant multiplié par le temps d'usage de ces
puissances,

on peut donc noter =] ol il B B B
(la notation entre < > indique que c'est une valeur Une onde sinusoidale parfaite (gauche) et une onde plus réaliste affectée par le bruit

moyenne):
W=Rx<i(t)?>XAt si le courant est variable
*W=RX<I?>XAtsi le courant est continu.

Comme le courant est continu: < 12 > =2

Comme dans la définition de la valeur efficace, les énergies doivent
étre équivalentes, on peut égaliser les deux équations.
W=Rx<i(t)?>x At =RXI*XAt

Puis simplifier par R et XAt

Donc <i(t)?>=I* soit P=<i?(t)> 1= /<i*(H>
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https://fr.wiktionary.org/wiki/quadratique
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